Pocatecni uloha
Pii simulace vyvoje systému v ¢ase pouzivame jednoduché zasady:

e Spojity ¢as nahradime posloupnosti ¢asovych okamziku to, t;, t, t3 ..., t.... Interval mezi na-
sledujicimi ¢asovymi okamziky volime obvykle konstantni (At = ti.; — t;), nazyvame ho casovy
krok a oznac¢ujeme symbolem h.

e Stav systému je v kazdém c¢ase popsan sadou (vektorem) stavovych veli¢in, které pln¢ urcuji na-
sledujici vyvoj systému.

e Vypocet nového stavu je zavisly na bezprosttedne predchazejicim stavu (muze jich byt i1 vice, zde
se vSak omezime na jeden).

Abychom ziskali posloupnost nasledujicich stavii predstavujicich vyvoj systému, musime definovat
néjaky vychozi stav, od kterého budeme dal$i vypocet odvozovat (pocate¢ni podminku) — odtud nazev
pocdtecni uloha.

Napt. pohyb télesa v homogennim gravitatnim poli je popsan stavem (X, Y, Vy, Vy), tj. sloZkami jeho
soutadnic a rychlosti v rovin€. VSechny slozky stavového vektoru se v ¢ase méni. V ramci uvedeného
tietiho bodu mizeme stav v Case t; vyjadrit v zavislosti na pfedchazejicim stavu obecné takto:

Xier = Fa(Xi, Yir Vs Vi)
Yier = Fa(Xi, Vi Vi Vy,i)
Vyi+1 = Fa(Xi, Vi, Viiv Vi)
Vy,ivr = Fa(Xi, Vi Vi Vi)

Funkce f;...f4 tvofi slozky tzv. vektorové funkce a mohou byt v naSem piipadé trivialni:

Xi+1 =X+ Vyi.h zménu soufadnic v jednom kroku aproximujeme rovnomérné zrychle-
nym pohybem; ve sméru osy x je zrychleni nulové

Vi = Vit Vyi.h—g.h?/2 Ve sméru osy y existuje zrychleni -g

Vi1 = Vi slozka rychlosti v 0se x se nemeni, v tomto sméru nepusobi Zadna sila

Vyir1 = Vyi—Q.h rychlost ve sméru osy Y klesa plisobenim gravitacni sily

Ptipravime si tedy nasledujici list (zobrazené vzorce odrdzeji piepis vyse uvedenych rovnic):
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Adresy s parametry tlohy musi byt pochopitelné absolutni, nechceme, aby se pfi kopirovani vzorct
menily.




Nyni faddek vzorct zkopirujeme do nésledujicich radku:
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Pocatecni Uloha
krok[s] 0l
glm/s’] 5,61
E[s] | x[m] ym] ‘ v, [m/s] | v, [m/s]
a a 10
01 1 10,9505 10 5,0

13:€ Wypodet daliiho stavu

Z vyslednych hodnot ve sloupci X a y sestrojime bodovy graf drahy télesa:
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A B C D F G
i, w s
Pocatecni uloha
km—k[i] o <Parametry dlohy
glm/ss] 9,81
t[s] »[m] ym] v, [m/s] | v, [m/s] |€ Stavové veliciny
i i i 10 10| € Poiteéni podminky
0,1 1 0,95095 10 9,019| € Wypotet daliiho stavu
0,2 2 1,8038 10 8,038
0,3 3 2,55855 10 7,057
0,4 4 23,2152 10 6,076
0,5 5 2,77375 10 5,095
06 6 4,2342 10 4114 10
07 7 4,59655 10 3,133 g
0,8 8 4,2608 10 2,152
0,9 9 5,02695 10 1,171 -10
1 10 5,095 10 0,19 20
1,1 11 5, 06495 10 -0,791
1,2 12 4,9368 10 1,772 -30
1,3 13 4,71055 10 -2,753 .
1,4 14 4,3862 10 -3,734
1,5 15 2,96375 10 -4,715 -50
16 16 23,4432 10 -5,696
1,7 17 2,62455 10 6,677 6o
18 18 3,1078 10 -7,658
1,9 19 1,29295 10 -8,639
l an nao 1 Qs



Z vypoctenych hodnot y miizeme pomoci funkce MAX nalézt maximalni vysku vrhu:
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2, B c E F 5 H
Pocatecnjfuloha

1

2

3 | lroklEl Bl € parametry dlohy

4 glmfsT] 9,81

5 wyska [m] 5,095' v f(2.g)= 5,09683996

6 —_—— ——————

=

i t[s] ‘ ®x[m] | y[m] | v, [m/s] | v, [m/s] |€ Stavové veliciny

9 i i 0 10 10|€ Poiatecni podminky
10 0,1 1 0,950935 10 9,019 |€ Vypocet daliiho stavu
11 0,2 2 1,8028 10 8,028

12 0,3 3 2,33855 10 7,057

13 na 4 37153 m A.NTR

Vidime, Ze nalezené maximum dobie koresponduje s hodnotou vyplyvajici ze zdkona zachovani ener-
gi€ Yimax = vyZ/(Zg), kde vy je vertikalni slozka pocatec¢ni rychlosti.



Pokrocilejsi reseni se zahrnutim odporu prostredi

Sikmy vrh je samoziejmé trivialni uloha, kterd je analyticky fesitelna (parabola). Piidame-li ke gravi-
taéni sile G plisobici na hmotny bod jesté odpor prostredi, situace se podstatné zméni. Analytické te-
Seni ulohy jiz v takovém piipad¢ neexistuje a musime pouZzit numericky vypocet, jehoz zaklady jsme
si vybudovali.

Odpor prostiedi se projevuje silou T(v), ktera pasobi proti sméru pohybu a je zavisla na velikosti rych-
losti. Pro vyslednici sil pisobicich na téleso plati:

G+ T(v)=ma
Obvykle piedpokladame, Ze sila odporu prostiedi ma tvar
T(v) = CJ|v|.v,

kde C je koeficient odporu prostiedi (vZzdy zaporny), ktery zavisi na geometrii objektu a hustoté pro-
stfedi. Absolutni hodnota (velikost vektoru) rychlosti je samoziejme:

_ ’ 2 2
lv| = |vi+vy

Podle vyse uvedeného vztahu je pak

IT| = /T,% +T3 =Clv|?

Vektor sily T je tedy orientovan proti sméru vektoru rychlosti a jeho velikost je imérna ¢tverci veli-
kosti rychlosti. V aerodynamice se ukazuje, Ze tento vztah plati v §irokém rozsahu hodnot rychlosti a
hustot prostiedi.

Z uvedenych Ctyt vztahl ziskame vektor okamzitého zrychleni télesa o slozkach:

_CVX/Z 2
a, =— vy t vy
Cv
— yfz 2 _
ay =—- vy tvy—g

Predpis pro stanoveni nového stavu z predchazejiciho stavu bude nyni za predpokladu rovnomérné
zrychleného pohybu mezi dvéma stavy vypadat nasledovneé:

Xip1 = X + vy b+ ay ;h?/2
Yis1 = Yi + vy h +ayh?/2
Vyi+1 = Vx,i + ax,ih

Vyit1 = Uyt ayh

Na pravé stran€ rovnic jsou vzdy pouze slozky piivodniho stavu. Proto také odvozené slozky zrychleni
musi pouzivat rychlost v pivodnim stavu. Zietelné zde vidime hlavni ideu poc¢ate¢ni ulohy: v ramci
jednoho kroku povazujeme vybrané veli¢iny za konstantni (zde napftiklad zrychleni). Chyba, které se
tim dopustime, bude mal4 a pii menSim ¢asovém kroku se rovnéz zmens$i (iloha konverguje).



Poznamka: zrychleni neni v tomto piipade stavovou veli¢inou — je totiz zcela zavislé na jinych stavo-
vych veli¢inach (rychlosti).

Reseni

Parametry tlohy je tieba rozsifit 0 koeficient odporu prostfedi a o hmotnost vrzeného objektu (ta

Vv ptipadé bez odporu prostfedi nehraje roli — viz Galiletiv zakon).

Pro piehlednost prestéhujeme data s jednotlivymi stavy do samostatného listu data a parametry ulozi-
me do listu pojmenovaného napft. balistika, ktery miize vypadat napf. takto:

A B C D E
1 Pocatecni uloha
2 krok 0,01|s
3 g 9,81|m/s’
4 Vo 28|m/s
5 elev. thel 30|stupni
6 odpor -0,1|[F = (oRVal
7 m 5|kg
8 Vypoctené udaje
9 dolet m
10 vyska m
11
12
13
14

Do listu jsme pridali jesté pocate¢ni velikost a uhel rychlosti, coz nam umozni komfortné ménit poca-
te¢ni podminky tlohy. Protoze budeme parametry pouZzivat ve vzorcich, byva dobrym zvykem je po-
jmenovat — vzorce jsou pak mnohem piehledné&jsi. Pomoci spravce nazvi (zalozka vzorce) tedy prifa-
dime jednotlivym butikam parametri nazvy napf. takto:
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1 Pocatecni uloha | sescenss ol
T ool [Cog) (o) [admm ]
- | ! 2 Nazev Hodnota Cdkaz na Obor
3 g 9,81 m/s = 9,81 —balistikal B3 Sedit
iElh 0,01 =balistikal $652 Sesit
4 Vo 28 m/ S Em 1 =balistika! $B$7 Sedit
. . = pdpor 0,1 =halistika! $B:55 Sedit
5 elev. thel 45|stupnt Euhel 45 =balistika! $E:$5 Sedit
6 d 01 [F C 2] =y 28 =balistikal 854 Sedit
odpor -u, =LV
7 m 1lkg
8 Vypoétené (daje l " '
—_—————¥ Odkaz na:
9 dolet 14,7430992 m #v | | =balistika! sB&3 %
-  — !
10 vyska 6,25920284|m
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List data si nyni pfipravime v nasledujici podob¢:

A B o D E
1 t | X | ¥ ‘ vy | v,
20 0 0 =v0*COS{uhel*PI(}/180) =v0*SIN{uhel*PI()/180)
3
A

Pocate¢ni podminky zistali obdobné, pouze slozky pocatecniho vektoru rychlosti vypocitame
z velikosti a thlu (z polarnich soufadnic) pomoci znamych vztahd (pozor, tihel ve stupnich je tfeba
prevést na radidny). VSimnéte si také zlepSeni Citelnosti vzorct vyuzitim ndzvii bunék.

Vv

Sloupce dat rozsifime o polozky okamzitého zrychleni, které budou naplnény vzorci pro vypocet slo-
zek a, a a, z pocatecni rychlosti a parametrt tlohy (viz vyse):

F G
1 a, ‘ a, ‘
2 =odpor/m*ODMOCNINA(D2*D2+E2*EZ2)*D2 =odpor/m*ODMOCNINA(D2*D2+E2*E2)*E2-g
3
4

V dalsim fadku definujeme vzorce pro vypocet nového stavu pomoci dat predchazejiciho stavu s vyu-
zitim definovanych nazvli a vypoctenych hodnot zrychleni podle pfedchézejiciho obrazku:

A B C D E
S I R IR T B R
0 0 0 =v0*COS{uhel =v0*SIN(uhel

=A2+h  =B2+D2*h+0,5%F2*h*h =C2+E2*h+0,5*G2*h*h =D2+F2*h =E2+G2*h

AT, I S TS R S

Hodnoty zrychleni jsou zavislé pouze na polozkach rychlosti v tomtéz fadku, proto je 1ze pouze zkopi-
rovat pomoci uchytu pro kopirovani vzorcu:

F G
1 a, a,
2 =odpor/m*0ODMOCNINA(D2*D2+E2*E2)*D2 =odpor/m*ODMOCNINA(D2*D2+E2*E2)*E2-g
3 =odpor/m*ODMOCNINA(D3*D3+E3*E3)*D3 =odpor/m*ODMOCNINA(D3*D3+E3*E3)*E3-g
4
[

Mame tedy pripraven cely fadek se vzorci pro vypocet nového stavu, opét ho zkopirujeme pomoci
uchytu tentokrat do vétsiho poctu fadka (napt. 1000):

a3 - fe | =a2+h
A B C D E F G H
t X ‘ v, ‘ v, a, a,
0 0 0 24,24871 14 -13,579278 -17,65

0,01 0,2418081 0,1391175 24,11292 13,8235 -13,404024 -17,49428
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Velky pocet stavli potiebujeme proto, ze jsme zvolili relativné maly ¢asovy krok (0,01s). Zarovei si
vytvofime rezervu pro nastaveni libovolnych parametr tlohy — je tfeba si uvédomit, ze v nasi kon-
strukci je pocet vypoctenych stavii pevny, i kdyz se jejich obsah méni. Samoziejmé muzeme kdykoli
zasédhnout do listu s daty a doplnit je kopirovdnim o nové stavy, z hlediska komfortu bychom vSak
chtéli, abychom mohli manipulovat pouze s listem s parametry.

Do listu balistika nyni vlozime bodovy graf, ve formulafi pro vybér dat pfitom mizeme z listu data
vybrat celé sloupce s hodnotami x a y (klikneme na nazvy sloupcii B a C). Graf si automaticky vybere
jen ty buiiky, které obsahuji néjaké hodnoty:

A B € D E F G H

1 t ; X \M % ! v, ‘ vy ‘ a, ‘ a, ‘
2 0 0 0} 24,24871 14 -13,579278 -17,65
3 0,01} 0,241808 vybrat zdrmj dat R
4 0,02§ 0,482267 Ob\astgatgrafu:
5. 003 0721394
6 O’O4§ 0’959206 PaloZky legendy (Fady) Popisky wodorawné osy (kategorie)
7 0,05! 1,195721 | “ptidat || 7 prave || X odebrat | # Upravit
8 0,06} 1,430953[" ! =

) 0,241808149 =
9 0,07} 1,66492( 0,482267133

| 0,721394312
10 0,085 1,89763¢ P Il
i 009 2,12912]
12 0,1} 2,35938 fo——oroooor—rmooor—ToowTor—TTovosoT—TomTow

0.115 2,5884456 1,4360953} 22,84617 12,13941 -11,821103 -16,09119
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Graf bude vypadat nasledovné:

Balisticka kiivka
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Predpokladejme, Ze nas zajimaji jen data pred dopadem na zem, tj. stavy, kde y > 0. Upravime proto
svislou osu grafu ve formulaii pro vlastnosti hlavni svislé osy nasledovné:



rFu:-rr‘nét o5y @ﬁ

I 1

MozZnoski osy hAoSiost] osy
islo Miniraurn: 7 Automatick

Wyl Mairnum: @ Adtomaticky () Pevné 20,0
Earva Cary Hlavnijednotka: @) adtomaticky () Pewné 20,0
Styl Eary WedleiEi jednotka: @ Automaticky () Pevné |40
= [7] Hodnoty v obraceném pofadi

in

[ Logaritmicke méfitkn  Zaklad: |10
Zafe a mékke ok aje . P
Zobrazené jednotky: | Zadné EI

V grafu se nyni potla¢i zaporné hodnoty ve svislé ose a pro parametry zobrazené v listu bychom méli
dostat nasledujici graf, ktery se pfi zmén€ parametrti automaticky zmeéni:

A B C D E F G H | J K
1 Pocatecni uloha
2 krok 0,01|s Balisticka krivka
3 g 9,81|m/s” 7
4 Vo 28|m/s 6
5  elev. uhel 45|stupnd 5 \
6 odpor -0,1|[F= C.VZ] a \
7 m 1kg 3 / \
8 Vypoctené udaje / \
9 dolet m 2 / \
10 vyika m 1 \
11 0
12 0 5 10 15 20
13
14

Pro automaticky vypocet maximalni vysky letu pouzijeme opét jednouchy vzorec pro nalezeni maxi-
malni hodnoty v celém sloupci C s hodnotami y pro vSechny stavy =MAX(data!C:C). Tentokrat vSak
jiz nebude platit teoreticky vztah pro maximalni vysku jako v pfedchazejicim piipadé se zanedbanim
odporu prostiedi. Poc¢ate¢ni kineticka energie bude ¢asteéné spotiebovana na piekonani odporu pro-
stfedi a téleso vystoupa do mensi vysky.

Zjisténi doletu (tj. velikosti hodnoty x v okamziku dopadu na zem) pouZzijeme nasledujici postup:

Nejprve zjistime ¢islo fadku v listu data, kde je soufadnice y nejmensi nezaporna. K tomu slouzi vy-
hledavaci funkce POZVYHLEDAT (co; kde; jak). Prvni parametr co obsahuje hledanou hodnotu (v
nasem piipad¢ velmi malé zaporné Cislo, napt. -0,0000001). Druhy parametr kde obsahuje oblast bu-
n€k, v niz hodnotu hledame (v nasem piipade je to cely sloupec C). Tretim parametrem konecné fika-
me, zda v ptipadé¢, Ze se nenajde piesn¢ hledana hodnota, pouzijeme nejblizsi vyssi nebo nizsi hodnotu
(v naSem pfipadé je hodnota parametru -1, tj. pouzijeme nejblizs$i vyssi). Pokud tedy do libovolné
buriky naseho ses$itu vlozime vzorec =POZVYHLEDAT(-0,0000001;data!C:C;-1) bude vracena hod-
nota napt. 223, tj. ¢islo fadku s posledni nezapornou hodnotou ve sloupci C:



A B C D E F G
1 t ‘ X y Vy vy a, a,
221 2,19 14,691658 0,2016835 2,594041 -8,07608 -2,2003841 -2,959501
222 2,2 14,717488 0,1207747 2,572037 -8,10567 -2,1872496 -2,916969
223 2,21 14,743099 0,0395722~ 2,550164 -8,13484 -2,1740658 -2,874885
224 2,22 14,768492 -._-0,04192.2,528424 -8,16359 -2,160836 -2,833249
225 2,23 14,793668 -0,1236976 2,506815 -8,19192 -2,1475633 -2,792062

el '
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Pozorny Ctenar si jisté v§iml, Ze nemtzeme hledat hodnotu 0, protoze ta je obsazena hned v prvnim
radku dat (pocatecni podmince).

Dolet télesa je obsazen ve sloupci B na stejném fadku. Funkce, ktera vraci pozadovanou buiiku v po-
zadovaném tadku se nazyva INDEX(kde, cislo). Parametr kde definuje oblast (v nasem piipad¢ sloupec
B s hodnotami x), parametr cislo definuje ¢islo fadku (resp. sloupce podle toho, s jakou oblasti pracu-
jeme). Vzorec =INDEX(data!B:B;223) tedy podle ptedchazejiciho obrazku vrati hodnotu 14,743099.

Vysledny vzorec, ktery musime vlozit do buiiky s hledanym doletem, dostaneme tedy vlozenim funk-
ce POZVYHLEDAT na misto parametru funkce INDEX podle obrazku:

B9 - = =INDEX(data!B:B;POZVYHLEDAT(-0,0000001;datalC:C;-1})

A B C D F G

1 Pocatecni uloha o
Balisti

2 krok 0,01|s
3 g 9,81|m/s” !
4 Vo 28|m/s 6 -
5  elev. dhel 45 |stupnd 5 //////f
6 odpor -0,1|[F = C.v] a
7 m 1|kg
8 Vypoctené udaje 3
9 dolet 14,7430992|m 2
10 vyska 6,25920284|m 1 /
11
12 0
13 0 5
14

Poznamka: Funkce POZVYHLEDAT se v pivodni verzi Excelu nazyvda MATCH, coz je evidentné

v

24

24

do vétsi vzdalenosti, také elevacni tihel pro maximalni dolet jiz neni 45 stupit a zavisi na mnoha fak-

torech.



Pro vyhledani optimalniho elevaéniho tthlu pro maximalni dolet pfi dané pocatecni rychlosti mizeme
vyuzit nastroj Resitel, popsany v predchazejicim piikladu:

A B C Parametry Regitele =
v v r x
1 Pocatecni uloha | iwena o5 &
2 I-(rol-( 0,01 S Na: @ Max 7 Min () Hodnota: 0
3 g 9,8 1 m/52 Na zékladé geeny proménnych bunék:
SBS5 B
4 Vo 28 mﬁ/—-.._--
- ol == mezujici podminky:

5 elev. uhel 45|stupnt _

- @ @@ | 5 LA A= Ffidat
6 odpor -0,1 [F=C.V/}/

- odeer !
7 m 1 kg
8 Vypoétené 9&#‘{] e
9 dolet 14,7430992|m
10 vyska 6,25920284|m i
1 1 MNastavit proménné bez omezujicich podminek jako nezdporné
12 Vyberte metodu fefeni: GRG Nonlinear |Z|
13 Metoda fedeni
14 Modul GRG Monlingar vyberte pro hladké nelinearni problémy Resitele, Modul LP Simplex zvolte pro

linearni problémy Regitele a modul Evolutionary pro nehladke problémy Regitele,

15
16 -
17
18

Vzhledem k tomu, ze od hodnoty pocateéniho thlu k hodnoté doletu existuji tisice provazanych vzor-
cli, nemusi fesitel nalézt hledany optimélni thel. Ve formuléafi Resitele pak Ize u metody (GRG nonli-
near) pomoci tlacitka MozZnosti zadat presnéjsi hodnoty konvergence a vyzadovat vyzkouseni vétsiho
poctu pocatecnich podminek:

MloZnosti @

vEechny metody GRG Monlinear l Evolutionary l

Konvergence: DJUDDDDDI|

Derivace
O Dopfedu @ Do stfedu
Yice pocatenich bodd
Pouiitvice podatecnich bodd
Welikost zakladniho souboru: 100
Mahodné Eislao: 0

[ wiadovat u proménnych meze

Nalezené feSeni bychom vzdy méli ovéfit jinou uvahou,



N o RN

A B C Vysledky Resitele ==

v s v s
P O Ca te C n I u I 0 h a Besitel dosel k aktudlnimu fedeni, které splfiuje

viechny omezujici podminky. Sestavy
Wysledkova
krok 0;0 1|s ® Uchovat Fedeni Resitele Citlivastni
2 Limitni
g 9;8 1 m/s O Obnovit pévodni hodnoty
Vo 28|m/s .
[ Zpét do dialogového okna Parametry Beditele [ struéné sestavy

" /-"'_'_'_'_\_\_\_‘-\-\.\ - o
elev. uhel 32,4349916|stupnu
—'\-..\_‘_\___\_'___'__,/

_ odpor | 0,1[F = C.v’] __vbnscnat._|

m 1 kg Resitel doel k aktudlnimu Fedeni, které spliiuje viechny omezujici podminky.




